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Απαντήσεις 
 
Θέμα 1ο 

 
α) Αφού η f συνεχής στο   θα είναι συνεχής και στο 0x  , άρα    

0 0
0 1

x x
lim f(x) lim f(x) f( ) ( )

  
   

0 0
1 1 1 2

x x
lim f(x) lim( z x ) ( )

  
       

0 0
1 1 3x

x x
lim f(x) lim( z e ) z ( )

  
     

0 1 4f( ) ( )  
Από (1), (2), (3), (4) έχουμε:  1 1 2z z     
 
 

β) Είναι: 
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   αφού 2w    

γιατί αν 2w   από την σχέση  
2 5

1
z

w
z





 έχουμε:  

2 5 2 52 2 2 2 5 2 5
1 1

z z
w z z

z z

 
        

 
 αδύνατο.  

Όμως από α) 2z   άρα 
5 2

2
w

w


 


 

5 2 2 5 2 2
w x yi

w w x yi x yi
 

           
 

   2 22 25 2 2x y x y          2 22 25 4 2x y x y       

2 2 2 225 10 4 4 4 4x x y (x x ) y       

 22 2 2 22 3 0 1 2x y x x y         

Οπότε ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του w  είναι κύκλος με κέντρο 
1 0k( , )  και ακτίνα 2ρ   
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γ) Η f  είναι συνεχής στο  , άρα και στο 1 0[ , ]   

0 1 0f( )   και 1 1 1f( ) z     

Όμως 1 1 1z z     αφού 2z  , οπότε  

1 1 1 1 0 1 0z z f( )            
Επομένως αν 1 0f( )   , τότε ισχύει το Θεώρημα Bolzano για την f  στο 

1 0[ , ]  άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον 0 1 0x ( , )   τέτοιο ώστε 0 0f(x )  .  
Αν 1 0f( )  , τότε το 1  είναι ρίζα.  
Η f  παραγωγίσιμη για τα 0x   ως πολυωνυμική με 

1 1 1f (x) z z      και αφού η f συνεχής για 0x    η f  γνησίως 

αύξουσα  στο 0( , ]  άρα η ρίζα 0x  μοναδική.   
 
Θέμα 2ο  
 
α) Για 0x   η f  είναι παραγωγίσιμη ως άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και 
σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων με: 

2
22 0x λ

f (x) e , λ
x

     άρα 

2 2 2
20 2 0x λ

h(x) x f (x) h(x) x e
x

        
 

2 22 0xh(x) λ χ e , λ    

Η h παραγωγίσιμη ως διαφορά γινόμενο και σύνθεση παραγωγίσιμων 
για 0x   με 2 2 2 24 2 2 4 1 0x x xh (x) xe x e xe ( x)         για κάθε 0x   
και αφού η h συνεχής στο  0( , )  η  h γνησίως φθίνουσα στο 0( , )   

2 2

0 0
2 x

x x
lim h(x) lim(λ x e ) λ

  
    

2 22 x

x x
lim h(x) lim (λ x e )
 

     

Αφού η h συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο 0( , )  το σύνολο τιμών της 
θα είναι το 0( ,λ), λ   
Αλλά το 0 ανήκει στο σύνολο τιμών της h άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον 

0 0χ ( , )   τέτοιο ώστε 0 0h(χ )  . Το 0χ  μοναδικό αφού η h γνησίως 
φθίνουσα στο 0( , )  
 
 
 
 



                                                                                                                                    
 

                                 ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΑ ΕΚΠ. ΕΤΟΥΣ 2012-2013 
 

 

Σελίδα 3 από 6           
  

β) 2 21 0 2 0 2h( ) λ e λ e       συνεπώς 
2

22 2 0xe
f(x) e , x

x
      και  

2
2

2

22 0x e
f (x) e , x

x
     

Η f  παραγωγίσιμη  για 0x   ως σύνθεση διαφορά και πηλίκο 

παραγωγίσιμων με 
2

2
3

44 0x e
f (x) e

x
     για κάθε  0x   

άρα η f  γνησίως αύξουσα στο 0( , )   
Είναι 1 0 1 0h( ) f ( )    άρα: 
Για 0 1x   έχουμε 1 0f (x) f ( ) f (x)      και f  συνεχής στο 0 1( , ]  άρα η f  
γνησίως φθίνουσα στο   0 1( , ]  
Για 1x   έχουμε 1 0f (x) f ( ) f (x)      και f  συνεχής στο 1[ , )  άρα η f  
γνησίως αύξουσα στο  1[ , )  
Συνεπώς η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0 1x   το 21 3 2 0f( ) e     

Ακόμα: 
2

2

0 0

22x

x x

e
lim f(x) lim e

x  

 
     

 
 αφού 

2

0

2
x

e
lim

x

 
  

 
 

και 
2

2 22x

x x

e
lim f(x) lim e

x 

 
     

 
 αφού 

22 0
x

e
lim

x

 
 

 
  

Άρα το σύνολο τιμών της f  είναι το 23 2[ e , )   
Θα είναι 23 2 0f(x) e    άρα 0f(x)   για κάθε 0x   
 

γ)  
2

22 2 0xe
f(x) e , x

x
     

ι)  Η f είναι συνεχής ως πηλίκο άθροισμα διαφορά και σύνθεση συνεχών 
συναρτήσεων στο 1 2 0[ , ] ( , )    
Η f  είναι παραγωγίσιμη στο 1 2( , )  ως γινόμενο, άθροισμα, διαφορά και 

σύνθεση παραγωγίσιμων συναρτήσεων, με  
2

2
2

22 x e
f (x) e

x
    

Επομένως σύμφωνα με το Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει ένα 

τουλάχιστον 1 2ρ ( , ) τέτοιο ώστε, 
2 1
2 1

f( ) f( )
f (ρ)

 


 δηλαδή η εφαπτόμενη 

ευθεία στη fc  στο σημείο M(ρ,f(ρ))  είναι παράλληλη στην ευθεία ΚΛ αφού 

21 3 2f( ) e   και 
2 1
2 1AB

f( ) f( )
λ





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ιι) Είναι 2 22 1 2
2 1

f( ) f( )
f (ρ) e (e )

   


 

Ακόμα 1 1 2 1
2
e

ρ e       και η f  είναι γνησίως αύξουσα από το 

ερώτημα β) άρα:   

1 1 2 1
2
e

f f ( ) f (ρ) f ( ) f (e )            
 

 1 1
2
e

f f (ρ) f (e )        
 

 

2 21 2 1
2
e

f e (e ) f (e )       
 

 

 
Θέμα 3ο  

α) Η f  είναι συνεχής στο   άρα και η  2

4
3

φ(t)
f (t)




 είναι συνεχής στο   

ως σύνθεση, άθροισμα και πηλίκο συνεχών.  

Συνεπώς η 2
2

4
3

x

f(x) dt
f (t)


  είναι παραγωγίσιμη στο   με 

2

4 0
3

f (x)
f (x)

  


 για κάθε x  

Άρα η f  γνησίως αύξουσα στο   

Ισχύει 
2

2
2

42 0
3

f( ) dt
f (x)





  
  άρα για κάθε x  με  

2 2 0x f(x) f( ) f(x)          
2 2 0x f(x) f( ) f(x)        

 
β) Η f  είναι παραγωγίσιμη στο   ως σύνθεση, άθροισμα και πηλίκο 

παραγωγίσιμων με 
 22

8

3

f(x)f (x)
f (x)

f (x)


  


 

 

Επομένως: 0 0 2f (x) f(x) x       αφού  
 22

8 0
3

f (x)

f (x)


 


 για κάθε 

x  

Ακόμα 
 22

80 0 0 2
3

f(x)f (x)
f (x) f(x) x

f (x)


         


 (από  (α) ) 
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Συνεπώς αφού f  συνεχής στο   και 0f (x)   για κάθε 2x ( , )    η f  
κυρτή στο 2( , ]   
αφού f  συνεχής στο   και 0f (x)   για κάθε 2x ( , )    η f  κοίλη στο 

2[ , )   
Η f  αλλάζει κυρτότητα εκατέρωθεν του 2  και δέχεται εφαπτομένη στο 
Κ 2 2( , f( ))   (αφού f  παραγωγίσιμη στο 2 ) άρα η f  παρουσιάζει σημείο 
καμπής το Κ 2 2( , f( ))   ή Κ 2 0( , )  
 
γ) Αφού η f γνησίως αύξουσα στο   είναι και «1-1», άρα αντιστρέφεται. 
Για κάθε x έχουμε: 

2 2
2

4 3 4 3 9 12 0
3

f (x) f (x)f (x) f (x) f (x)f (x) f (x)
f (x)

            


 3 9 12 0f (x) f(x) x     και αφού η 3 9 12f (x) f(x) x  συνεχής στο     ως  

σύνθεση άθροισμα, διαφορά και γινόμενο συνεχών θα ισχύει: 
3 9 12f (x) f(x) x c   , c  και αφού 2 0f( )   παίρνουμε: 
3 2 9 2 12 2 24f ( ) f( ) ( ) c c         

άρα 3 9 12 24 0f (x) f(x) (x)     
Στην παραπάνω θέτουμε 1f(x) y x f (y)    και έχουμε 

3 19 12 24 0y y f (y)     ή 1 31 3 2
12 4

f (y) y y     επομένως 

1 31 3 2
12 4

f (x) x x    ,  x  αφού f( )    

 
δ) Από το ερώτημα (α) έχουμε 2 0f( )   και 0f(x)   για κάθε 2x   και 
αφού η f  συνεχής στο   για το ζητούμενο εμβαδόν θα ισχύει: 

7 7
6 6

2 2

E f(x)dx f(x)dx

 

 

    (1) 

Είναι 12 0 0 2f( ) f ( )      και 1 1 3 71 2
12 4 6

f ( )        

Στην σχέση (1) θέτουμε 1x f (t)  

  31 3 2
12 4

dx t t dt
    

 
 άρα 21 3

4 4
dx t dt   

 
 

 17 7 7 1
6 6 6

x f (t) t f           
 
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12 2 0x f (t) t        
 
Τότε από (1) έχουμε 

7
1 1 16

1 2 2 3

2 0 0 0

1 3 1 3 1 3
4 4 4 4 4 4

E f(x)dx f(f (t)) t dt t t dt t t dt







                 
          

14
2

0

1 3 7
4 4 2 16

t
t τ.μ

 
  

 
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