
Απαντήσεις
Θέμα 1ο
α) x xf '(x) f(x) e x f '(x) f(x) e x       

 x x xf (x)e (e )'f(x) x f(x)e ' ( x)'         

Επομένως xf(x)e x c,c .   

Για

x

2
, έχουμε

  
                

 
2 2 2f e c e e c 1 1 c c 0

2 2 2
άρα x xf(x)e x f(x) e x, x [0, ].      
βi) H f είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] ως γινόμενο
παραγωγίσιμων συναρτήσεων με :

x x xf '(x) e x e x e ( x x), x [0, ].        
Η f’ είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] ως γινόμενο παραγωγίσιμων
συναρτήσεων με :

x x xf ''(x) e ( x x) e ( x x) 2e x, x [0, ].         


    f ''(x) 0 x 0 x
2

για  x [0, ].

Επίσης για
   

x 0, ,
2
 x 0 άρα f ''(x) 0

και για
      

x , , x 0
2

άρα f ''(x) 0

άρα όπως  φαίνεται κι από τον πίνακα η

f είναι κυρτή στο
 

  
0,

2
και κοίλη στο

   
,

2
με τη fC να έχει

σημείο καμπής

το ,f( )
2 2
   
 

.

βii) Για κάθε
   

x 0,
2

είναι f’’(x)>0, άρα η f’ είναι γνησίως

αύξουσα στο
 

  
0,

2
, επομένως για κάθε

x 0 2π/ 
f  
f  



        
 

0 x f '(0) f '(x) f '
2 2

άρα f '(x) 0.

Για κάθε
    

x ,
2

είναι f’’(x)<0, άρα η f’ είναι γνησίως

φθίνουσα στο
   

,
2

.

Παρατηρούμε ότι η εξίσωση f ’(x)=0 έχει προφανή ρίζα τον

αριθμό
3x
4


 επομένως για κάθε

                
   

23 3x f ' f '(x) f ' e f '(x) 0
2 4 2 4
και για κάθε

            
 

3 3x f f '(x) f '( ) 0 f '(x) e .
4 4

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο
 

  
30,
4

και γνησίως φθίνουσα

στο
   

3 ,
4

με ολικό μέγιστο

για χ= 3 4 το
3
42 e

2
, και ολικό

ελάχιστο για χ=0 και χ=π το 0.

γi) H g είναι παραγωγίσιμη στο [0, π] με
  g'(x) x x x, άρα  g'(0) 1 f '(0).

Επίσης f(0)=0=g(0), επομένως οι f gC , C έχουν στο κοινό τους
σημείο με τετμημένη 0x 0, κοινή εφαπτομένη την

         :y 0 1 x 0 y x .

x 0 3
4 

f  
f  



γii) Επειδή η f’(x) είναι γνησίως αύξουσα στο
 

  
0,

2
, η fC

στρέφει τα κοίλα άνω στο
 

  
0,

2
, επομένως f(x) x (1) για

κάθε
   

x 0,
2

με την ισότητα να ισχύει μόνο για χ=0.

Η g’ είναι παραγωγίσιμη στο
 

  
0,

2
με :

          g''(x) x ( x x) 2 x x x 0, για
   

x 0,
2

άρα η gC στρέφει τα κοίλα κάτω στο
 

  
0,

2
, επομένως

g(x) x (2) για κάθε
   

x 0,
2

με την ισότητα να ισχύει μόνο

για χ=0.

Aπό τις (1), (2) συμπεραίνουμε ότι
    

f(x) g(x), x 0,
2

.

δ) Επειδή xf '(x) e ( x x) 0, x (0, )      η f είναι γνησίως

αύξουσα στο 0,
2
 

  
άρα και ‘’1-1’’, επομένως ορίζεται η 1f  .

Η f είναι συνεχής στο 0,
2
 

  
με σύνολο τιμών το

2f 0, f(0),f 0,e
2 2

                        
, άρα το πεδίο ορισμού της

1f  είναι το 20,e
 

 
 

.



Θέμα 2ο
α) Για χ=0 έχουμε   f(g(0))g(0) 0 f(1) 0 .
Επίσης

        x x x

1 x x xf ' g x g'(x) f g x ' ' f g x c
e e e
            

οπότε για χ=0 έχουμε :

        f g 0 c f 1 c c 0, άρα     x

xf g x
e

.

Όμως   


    
x 0

x
x

xf g x g(x) x g(x) x g(x) e ,
e

επομένως

  xg'(x) g(x) e , άρα  g'(1) g(1) e.
Η εξίσωση της εφαπτομένης της gC στο Α(1,g(1)) είναι η



        
g'(1) g(1)

y g(1) g'(1)(x 1) y g(1) g(1)(x 1) y g(1)x .

β) Έχουμε ότι   x
x

xf e
e

και θέτουμε  xe u 0 οπότε

  xe u x lnu επομένως,

      x
x

x lnuf e f u , u 0
e u

άρα    lnxf x
x

που επαληθεύει τις αρχικές σχέσεις.


 2

1 lnxf '(x) , x 0
x

και


 3

2lnx 3f ''(x) , x 0
x

άρα


        

3
32

3

2lnx 3 3f ''(x) 0 0 lnx x e e e e
x 2

και


      

x 0

3

2lnx 3 3f ''(x) 0 0 lnx x e e
x 2

Σύμφωνα με τον διπλανό
πίνακα έχουμε ότι η f είναι
κοίλη στο  0,e e και κυρτή στο

 e e, . Επίσης για τη

 xg(x) e , x , έχουμε   x xg'(x) e , g''(x) e 0
άρα η g κυρτή στοℝ.

γ) 
  2

lnx 1 lnxf(x) , f '(x) , x 0
x x

άρα  f(1) 0, f '(x) 1

x 0 e e 
f  
f  



οπότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο
σημείο της με τετμημένη x=1 είναι
         :y f(1) f '(1) x 1 y x 1.
δ) Για κάθε χ>0 δείχνουμε πως f(x)<g(x). Συγκεκριμένα η
εξίσωση της εφαπτομένης της fC στο (1,0) είναι  η  y x 1
ενώ η εξίσωση της εφαπτομένης της gC στο B(0,1) είναι  η
 y x 1, από την κυρτότητα των f, g έχουμε ότι

f(x) x 1 x x 1 g(x)      οπότε το ζητούμενο εμβαδόν θα
ισούται με :

        
ln3 ln3 ln3

x

1 1 1

lnxE f(x) g(x)dx [g(x) f(x)]dx (e )dx
x

             
ln3 ln3

ln3 ln3x x 2 2
1 1

1 1

lnx 1 1e dx dx e ln x 3 e ln (ln3)
x 2 2

     
 

21E 3 e ln (ln3)
2

τ. μ

ε) Έχουμε     21E 0 3 e ln (ln3) 0
2

       2 6 2e6 2e ln (ln3) 6 2e ln(ln3) e ln3.
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